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DYNAMISCHE SYSTEME IM MATHEMATIKUNTERRICHT
Von D.Dorninger (TU Wien)

Im ersten Abschnitt der Abhandlung befassen wir uns mit Begriffs-
bildungen und Zielsetzungen der Systemtheorie unter dem Blick-
winkel elnes méglichen Schultransfers, wobel dl\e theoretischen
Uberlegungen durch konkrete Anwendungsbeispiele unterstiitzt wer-
den. Der 2zweite Abschnitt ist Computersimulationen im Unterricht
gewidmet, und den AbschluB bildet elne kurze Diskussion einlger
didaktischer Aspekte.

1. Begriffsbildungen und Zielsetzungen

1.1 Definition eines dynamischen Systems

Ein dynamisches System ist ein mathematisches Modell zur Beschrei-
bung der zeitlichen Verdnderung eines Wirklichkeitausschnittes. Wir
nehmen an, das System hat einen Eingang, den wir in Form eines
Vektors 3(t) = (u (t), u, (t),...,u (t)) und einen Ausgang, den wir
durch ?(t) = (Yl(t) yz(t),...,y (t)) angeben. t steht fir die sich
andernde Zeit (siehe Abb.1). Dle RKomponenten von 3(t) kénnen nicht

Umgebung beeinfluBbare GréBen wie etwa

Stoérungen von auBen sein, oder

Eingang
SYSTEM
5 %(t) ’

3 (t)

aber sog. StellgréBen, das sind

Werte, welche "einstellbar"

sind, sodaB man Uber sie das
System (bis zu einem gewissen
Abb.1 Grad) steuern kann. Bei den
Komponenten des Ausgangsvektors y¥(t) kann es sich einerseits um
Resultate von Beobachtungen am System handeln, andererseits aber
auch um GrdBen, welche auf die Umgebung des Systems zuriuckwirken.
Wir fdhren =inen weiteren Vektor Q(t) = 'x (t),x (t),...,x (t))
2in, um den Zustand des Systems zu bﬁSbhr@lben. X(t) ,ollta nach
Mogiichkeit aine physische Entsprechung haben, es kann sich aber
auch um eine bloBe Hilfsgrdde handeln. Zum Zeitpunkt tl repraisen-
tiere Q(to) diejenige Information iiber die Vorgeschichte des
Systems, welche far die zeitliche Entwicklung nach diesem Zeitpunkt
von Bedeutung ist. z(t) hiangt von 3(t) und vom vorangeganganen
Zustand ab. Der "Outputvektor" ?(t) ist aus t und ?(t) zZu er-
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ritteln.

Es ist mdglich, den Zusammenhang zwischen 3,% und ? in Abhangigkeit
ven t und von vorgegebenen Anfangsbedingungen in Rahmen einer
exakten mathematischen Definition des Begriffs dynamisches System
axiomatisch festzulegen. Far den Sonderfall eines endlichdimen-
sionalen linearen Systems ergibt eine derartige Definition unter
passenden Voraussetzungen die folgenden Systemgleichungen:

a) im kontinuierlichen Fall b) bei diskreter Zeitachse
nit t=0,1,2,...

2(t) = A(E)R(t)+B(t)T(t) R(t+1) = A(t)R(t)+B(t)T(t)
Y(t) = c(e)X(t) Y(t) = c(r)X(t).

Dabei ist 3(t) € Rm, §(t) € Rn, ?(t) € Rp, und A,B,C sind eine
nxn-, eine nxm- und eine pxn-Matrix. Hangen diese Matrizen nicht
von der Zeit t ab, spricht man von einem zeitinvarianten linearen
System.

Im Fall a) handelt es sich also um ein lineares Differential-
gleichungssystem, bei b) um ein lineares System von Differenzen-
gleichungen.

Beispiel 1 (Dynamisches Netzwerk fir die Wasserspeicherung; vgl.[3]):

Yalt)=
{s ("q (t)- x3(£)} kxy(t)

A-bb'z

In dem .in Abb.2 wiedergegebenen Netzwerk bedeuten u, (), u,(t) die
Zufuhr von Wasser durch Regenfdlle und u3(t), u4(t) stehen far

"gesteuerte" Wasserentnahmen (u3 und u, sind also negative Eingangs-

4
grofen). xl(t), xz(t), x3(t) bezeichnen die gespeicherten Wasser-




mengen an Stellen 1,2,3 der Oberflache und x4(t) die gespeicherte
grundwassermenge an einer Stelle 4. Die Infiltrationen in den
Grundwassersee 4 von der Oberflache sind durch llxl(t) und lzxz(t)
gegeben, und vom Grundwasser tritt die Menge yz(t) =

= 13(x4(t)-x3(t)) an der Stelle 3 an die Oberflache; von dort
flieBt y, (t) = kx,(t) ab.

pamit lauten die Bilanzgleichungen fir die ZustandsgréB8en und die
Gleichungen fir die Ausgangsgréfen

X 7= X ey -y, Yy = KXy
x2’= -12x2 + u2 - u4 y2 = 13(x4-x3)
X3'= 13(x,=x3) = kx4

x4'= 1.x, + 1l.x., -1

1%1 2%2 3 (X4%3)

Diese Gleichungen kdénnen mittels Vektoren und Matrizen in der Form
2'(t) = A?(t)+83(t), ?(t) = Cﬁ(t) geschrieben werden.

1.2 Zielsetzungen

Gegeben seli ein dynamisches System sowie eine Anfangszeit to' ein
Anfangszustand 20 und ein Endzustand 21. Das System heiBt steuerbar

von 20 nach ?1 zum Zeitpunkt to, wenn es ein t1>t0 gibt, scda8 man

durch Wahl einer geeigneten "Steuverfunktion" UY(t) mit tOStstl von
20 nach 21 gelangen kann. ~ Dies setzt naturlich voraus, das 3(t)

im System vorkommt und die Komponenten von 3(t) Stellgréfen sind.

Beispiel 2 (Entwicklung der Grd8e einer Tierpopulation): Eine Tier-
population vermehre sich ohne Eingriff des Menschen gemaf der
logistischen Wachstumsgleichung x/ (%) = r(1- §§EL x(t). Dabel ist
x(t) die Anzahl der Individuen zum Zeitpunkt t, r die Reproduk-
tionsrate und K die Umweltkapazitdt. Wird die Tierpopulation durch
den Menschen mit einer Rate u(t) "abgeerntet®, so andert sich dia
Wachstumsgleichung gemid8 x/(t) = r(1- Eﬁsl)x(t) - u(t)x({t). Der
Ernteertrag y(t) sei gegeben durch y(t) = u(t)x(t).

Wir zeigen, daB das System mittels einer konstanten Funktion u(t)=u
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steuerbar ist und berechnen jenes konstante u, fur welches der Er-
trag y(t) im Fall eines positiven &kologischen Gleichgewichts (d.h.
im Fall einer positiven konstanten Losung x(t)) maximal wird. Die

Grofe der Tierpopulation am Anfang sei Xge

Zunachst sieht man, daB das System %% = (r=-u)x - % xz explizit
ldsbar ist. (Das kann in der Schule z.B. durch Ubergang zur Unm-
dt_ 1

X (rew)x - (r/K))x>

mit Hilfe einer Partialbruchzerlegqung geschehen.) Die Ldsung zur An-

kehrfunktion

und anschliepBender Integration

fangsbedingung x(0) = Xq lautet:

X

x(t) = — . mitc=%ﬂl
(1- Eg)e-(r—u)t+ Eg

Der qualitative Verlauf von x(t) ist f4r die Falle x

0<c und x0>c

in Abb.3 wiedergegeben.
N Wie man leicht nach-

x
\\ rechnet, ist lim x(t)
X0>C tox
= C. Damit C>0 ist,
Cc

muB aber u<r sein, was

<C wir im folgenden an-
nehmen wollen. Durch
— Loésung der Gleichung

v

& %’ (t)=0 sieht man so-
abb.3 fort, daB C eine

Gleichgewichtslage des Systems ist, und zwar die einzige posi-
tive.

Ist nun ein beliebiges x.,>0 gegeben, 30 ist u stets so wahlbar,

daR dieser Zustand ausgeiend von X, in endlicher Zeit erreicht
wird, denn U'ber u ist C beliebig festlegbar (sofern wir voraus-
setzen, da8 auch negative u zugelassen sind, d.h., daB8 es durch
2inen Eingriff des Menschen auch zu einer Vermehrung dsr Popu-
lation kommen kann.)

Um in der Gleichgewichtslage x* = ¢ den Ertrag y = uC zu maximieren

K(xr-u)
r
sofort sieht, ist y(u) eine konkave Funktion, welche ihr absolutes

missen wir u so wdhlen, daB y(u) = u maximal wir. Wie man
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Maximum beim relativen Maximum, welches bei u = % liegt, annimmt.
In diesem Fall ist C = %, d.h. x* = % .

Es erhebt sich nun die Frage, cb der Gleichgewichtszustand x* =

(S h-

stabil ist, d.h., ob fir eine nicht zu groBe Auslenkung aus der
Gleichgewichtslage der Zustand x(t) stets in einer vorgegebenen Um-
gebung des Gleichgewichtszustandes x* verbleibt. Genauer: Die
Gleichgewichtslésung x(t)=x* heiBt stabil, falls es zu jedem £>0
ein 8>0 gibt, sodaB fir alle (neuen Anfangszustinde) X, mit

X ~X*|<8 gilt [x(t)-x*|<e far tzt .- Gilt Gberdies, daB 1lim x(t) =
0 0 tom
= x*, so heift der Gleichgewichtszustand x* asymptotisch stabil.

Nehmen wir an, die Auslenkung aus der Gleichgewichtslage betragt
Vs dann ergibt sich damit ein neuer Anfangszustand Xg = § + v,
K

Wie schnell klingt die Stérung v(t) = x(t) - 3 ab? Wir setzen x(t)

= v(t) + % in die Gleichung x’(t) = r(1- %)x - Ix ein und erhalten

2
v vl
dadurch die Gleichung v’/ (t) = - = - % - Linearisierung, d.h.
Vernachlassigung des quadratischen Gliedes, fithrt zu v’/(t) = - gz,

r
- =t
woraus v(t) = v,e 2 folgt. Wir sehen also, die Stérung klingt
exponentiell mit der 2eit ab, woraus man auf die Stabilitat von

X% = % schlieBen kann. Wegen lim x(t) = g fur u = % ist der Gleich-
toe
gewichtspunkt sogar asymptotisch stabil.

Wahrend man bei Stabilitdtsfragen wie den eben besprochenen die
Steuerfunkticn als gegebenen annimmt, geht es beim Problem der
Stabilisierbarkeit eines dynamischen Systems darum, erst 2ine
Steuerfunktion als Ffunktion des Zustands bzw. Ausgangs zu finden,
sodaB die entsprechende Gleichgewichtslage des so antstshenden
"geregelten® Systems stabil ist; siehe Abb.4 (Regelung durch
Zustandsruckfihrung).
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d(t) ()

System

Regler

Abb. 4
Eine Regelung stellt bei praktischen Problemen eine unverzichtbare
Erganzung zur Steuerung dar. Sie besteht ganz allgemein darin,
wahrend der Steuerung fortwahrend den Systemzustand zu uberwachen
und jede Abweichung von einem vorgegebenen Sollzustand sofort zu
korrigieren.
Allerdings ist es nicht immer mdglich, den Zustand eines Systems
exakt festzustellen. Man ist vielfach darauf angewiesen, den
Systemzustand mit Hilfe des Ausgangs zu schiatzen.

Ein dynamisches System heift beobachtbar zum Zeipunkt t wenn es

‘
moglich ist, aus der Kenntnis von 3(t) und ?(t) wéhrendoeines end-~
lichen Intervalls [tO’t1] den Zustand §(t0) zu berechnen. Ist dies
nicht méglich, so sucht man nach einenm geeigneten Naherungswert fir
Q(to). Das wichtigste Instrument hierzu ist der dynamische Beobach-
ter, selbst ein dynamisches System, welches den Eingang (3(t),§(t))

hat und dessen Zustand als Naherungswert far z(t) genommen wird.

Ist 3(t) = 0 far alle t, so liegt ein ungesteuertes dynamisches
System vor, also zumeist ein System von Differential- oder
Difrerenzengleichungen,

Bel der Behandlung von Systemen von Differentialgleichungen inm
Unterricht wird man sehr schnell an Grenzen stoden. Eine Méglich-
keit, bel Systemen mit einem zweidimensionalen Zustandsvektor
?(t) = (xl(t),xz(t)) auf analytischem Weg zumindest zu fqualita-
tiven Aussagen zu gelangen, besteht oft darin, die Phasenkurven,

und x., wieder-

welche einen Zusammenhang zwischen den Variablen Xy 5

geben, zu studieren.

Beispiel 3 (Dreiklassenmodell einer Epidemie): In einer ge-
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schlossenen Population mit N Mitgliedern, in der eine Epidemie
nerrscht, bezeichne G(t) und K(t) die Gesunden bzw. die Kranken zum
Zeitpunkt t und A(t) die Anzahl der durch Immunitit oder Tod Ausge-~
schiedenen. Wir nehmen an, daB die Abnahme g% der Anzahl der Gesun-
den mit der Zeit t proportional zur Zahl der Kontakte zwischen Ge-
sunden und Kranken sei und daB diese Zahl ihrerseits proportional
zu G(t)K(t) ist. Ferner nehmen wir an, daB die Anderung g% pro-
portional zur Zahl der Kranken ist. Zum Zeitpunkt t=0 gebe es K,
Kranke und Gy = N-KO Gesunde. Wir wollen den Verlauf der Epidemie
studieren.

Als Modellgleichungen setzen wir an

(1) ?Tg = -BGK (2) fd}% = 7K (3) G+K+A = N

Wegen (3) ist G dqurch A und K ausdruckbar, soda8 wir z.B.

(A(t) ,K(t)) als Zustandsvektor des dynamischen Systems ansehen
kénnen. Dieser Zustandsvektor beschreibt dann die Epidemie in jeden
Augenblick vollstandig.

-8
=A

dG e folgt, was mit G = N-K-A auf

(1),(2) =» aE = - gG, woraus G = G
8

e ¥ fihrt. (Zur Herleitung dieser

0

die Gleichung K = N-A-G0

Gleichung in der Schule kénnte man etwa bei (1) zur Umkehrfunktion
dat _ 1

ubergehen, was 3@ =~ " Bex ergibt, dann unter Berucksichtigung von
. , dA _ dA 4t . dA _ _ 7 .
(2) die Kettenregel a3 = 3E ac ausnutzen, was de = £G nach sich

zieht und schlieBlich A unmittelbar durch Integration gewinnen.)

8y

Der Graph der Funktion K(A) = N-A-G.e °

0 in einem (A,K)~-Koordi-
natensystem (der Phasenebene), wird - wie erwiahnt- Phasenkurve

genannt. Die Funktion K(A) hat den Definitionsbereich (0,N]); sie

ist konkav und erreicht an der Stelle A = p 1n 39 nit p = % ihr

A
Maximum Die Epidemie ist zu Ende, wenn far A gilt K(A)=N-A-Goe P=
= 0. In Abb.5 ist die Phasenkurve fir den Fall N=1600, G,.=1590,

0
¥=0,06 und B=0,0001 wiedergegeben. Unter diesen Bedingungen ist das

Ende der Epidemie bei A=1460, das Maximum bei A=585, und die groBte
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Anzahl von Krankheitsfallen betragt gerundet 41S5.

AK

S00 4

400 A
300
200 ¢

AQD 4

6oo 4200 “‘°N"°° A abb.s

G
Aus der Tatsache, daB das Maximum von K(A) bei A = pln 32 angenom-

men wird, koénnen wir folgern, daf es nur zu einem Ausbruch der
Epidemie kommt (d.h. ein Ansteigen der Zahl der Krankheitsfalle
méglich ist) falls p<Go ist. Um zu erreichen, daB p = % > G0 wird,
kann man entweder trachten, g entsprechend zu verkleinern (etwa
durch Impfungen) oder versuchen, Go unter p zu drucken (was etwa

bei der Maul- und Klauenseuche durch Schlachtungen geschieht).

An Hand der Phasenkurve kann man auch die Geschwindigkeit veran-
schaulichen, mit der die Epidemie fortschreitet (aus [9]): Ein Punkt
(A,K) der Phasenkurve hat in Richtung der A-Achse die Geschwindig-
keitskomponente v,=A’ und in Richtung der K-Achse die Geschwin-

G - =
dikeitskonponente v, = K’= -a’(1- m% e p) (vgl.Abb.4). Also betriagt

seine Momentangeschwindigkeit dem Betrage nach w = V v12+v22=
A

G 2
= |7K|[V1+(1~ —% e p), was etwa durch ein Fadenkreuz, das mit der

Geschwindigkeit w die Phasenkurve entlangliuft, deutlich gemacht
werden kann.

Einfacher als die Behandlung von Differentialgleichungssystemen
wird sich in der Schule die Besprechung von Systemen von Differen-
zengleichungen gestalten. Dies deswegen, als sich Differenzen-
gleichungssysteme wesentlich besser fir Computersimulationen eignen
als Differentialgleichungssysteme, worauf wir im nidchsten Abschnitt
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noch zurickommen werden. Daruber hinaus 1aB8t sich bei Differenzen-
gleichungen erster Ordnung der Form x(t+l) = f(x(t)) das Auffinden
der Lésungen sowie das qualitative Verhalten der Losungen graphisch
bewdltigen. Man zeichnet etwa in ein x,z-Koordinatensystem die
Funktionen z=f(x) und z=x ein und kann dann, ausgehend von Xy SO
wie aus Abb.6 hervorgeht, die Losungsfolge zur Anfangsbedingung
x(0) = Xq finden. Die x-Koordinate eines jeden Schnittpunktes von
z=f(x) und der Geraden z=x ist ein Gleichgewichtszustand x.
Anschaulich ist sofort einsichtig, daB x* im Fall |[f’(x*)|<1
asymptotisch stabil und fur |[f/(x*)|>1 instabil ist.

2= {(x)

x (1)+§(x)

/ ‘1' Xo x{t) x@) xz"

Abb. 6

Beispiel 4 (Marktmodell): Wir betrachten einen Elementarmarkt (d.h.
nur ein Gut wird von den Konsumenten nachgefragt und von den Unter-
nehmern angeboten). D(t) sei die Nachfrage wahrend der Periode t,
S(t) das Angebot in dieser Periode und p(t) der Marktpreis. Es
gelte D(t) = a+ap(t), S(t) = B+bp(t-1), wo «,B8,a,b Konstante

mit a<0 und b>0 sind. Wir nehmen also an, Nachfrage und Angebot
sind lineare Funktionen des Preises und das Angebot reagiere nit
einer Verzdgerung von einer Periode auf den Marktpreis. - Far den
Fall, daB sich Angebot und Nachfrage im Gleichgewicht befinden,
wollen wir den Marktpreis p(t) berechnen und dessen Verhalten in
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Abhangigkeit der Steigung von Angebots- und Nachfragefunktion

studieren.
D(t) = s(t) = p(t) = 2p(e-1) + 2% o prte1) = Bpre) 4 B2 gy
£=0,1,2,... , also p(t+l) = f(p(t)) mit £(p) = § p + E&E . In der

Schule kann man etwa mit Hilfe der Summenformel der endlichen geo-
metrischen Reihe und vollstdndiger Induktion zeigen, daB8 gilt

b, t
p.t , 27(3) B-a . -
p(t) = po(E) + 5 = ¢ wobei p0=p(0) ist. Ferner erhdlt man
-3
aus f(p*) = p* sofort den (einzigen) Gleichgewichtspreis p* = g;% .
Wegen |£’(p*)| = lgl ist p* asymptotisch stabil, falls |§|<1 und

instabill, falls |§|>1 ist. DaB im Fall der asymptotischen

Stabilitat gilt lim p(t) = p*, far |§|>l der Marktpreis aber
tow
divergent ist, kann unmittelbar nachgerechnet oder aber auch

graphisch eingesehen werden (siehe Abb.7 und Abb.8). |§|<1 be-~
deutet wegen a<0 und b>0, daB8 b<-a ist, d.h. die Nachfragefunk-
tion hat dem Absolutbetrag nach eine gréBere Steigung als die
Angebotsfunktion, ist |§|>1, so liegt der Fall gerade umgekehrt.

2
2 A
A
2:
2oy { ©
|
l
~ |
/|
///‘ l 4te) fce)
: r 2 p
Po P pi) P P* PO\
Abb.7 Abb.8
b Py fir t=0,2,4,...
Ist IE|—1, also b= -a, so folgt p(t)= {_po + B;a far t=1,3,5,...'

d.h., der Marktpreis oszilliert zwischen den beiden Werten Py und
P(1) = -p, + E2% (Abb.9). In diesem Fall ist p* wohl stabil aber

'l
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nicht asymptotisch stabil. (Man bleibt stets in einer vorgegebenen
e-Umgebung von p*, wenn man nicht allzu weit aus der Gleichge-
wichtslage auslenkt, man Kommt der Gleichgewichtslage jedoch nicht
mehr beliebig nahe.)

2
A

N e

AN

Abb.9

2. Computersimulationen

2.1 Simulationen mittels Differenzengleichungen

Man kann des ofteren dadurch AufschluB dber das qualitative Ver-
halten der Ldsungen eines Differentialgleichungssystems erhalten,
indem man die einzelnen Differentialgleichungen in Differenzen-
gleichungen uberfihrt und dann fir verschiedene Werte von Modell-
parametern und unterschiedliche Anfangswerte die durch die Dif-
ferenzengleichungen gegebenen Iterationen durchfihrt (was in vielen
Fidllen méglich ist). Die Uberfihrung der Differential~- in Differen-
zengleichungen kann dabei dadurch geschehen, da8 man die Differen-

tialquotienten durch Differenzenquotienten ersetzt, d.h. also im
dx., Ax.

Fall gewdhnlicher Differentialgleichungen I durch Kfl ersetzt,

und anschlieBend At als Zeiteinheit wahlt. (At sollte dabei sehr
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klein sein.)

Beispiel 3A (Simulation des Dreiklassenmodells einer Epidemie):
Durch Uberfithrung der Differentialgleichungen (1), (2) aus Bei-~
spiel 3 in Differenzengleichungen erhdlt man die folgenden Modell-~

gleichungen:

(12) G(t+1)-G(t) = -BG(t)K(t) (2h) A(t+1)-A(t) = 7K(t)
(3A) G(t)+K(t)+A(t) = N, t=0,1,2,...

Zu beachten ist, daB sich die Werte von 8 und 7 in den Gleichungen
(12) und (2A) auf dieselben Einheiten (z.B.Tage) beziehen missen
wie im kontinuierlichem Fall; bei Wahl einer anderen Zeiteinheit
sind sie entsprechend zu anderen.

Rechnet man aus Gleichung (3A) A(t) aus und setzt in Gleichung (23)
ein, so erhdlt man unter Bericksichtigqung von (1A) als Modellglei-
chung fir den Zustandsvektor (G(t),K(t)) unseres diskreten dyna-
mischen Systems die Gleichungen

(G) G(t+1)
(K) K(t+1)

(1-8K(t))G (%)
(1-7+8G(t) )K(t)

]

Die Anfangsbedingung lautet (G(0),K(0)) = (GO,KO).

Die in den Gleichungen (G) und (K) angegebene Iteration last sich
fur verschiedene Werte von GO,KO,B und 7 mit Hilfe eines Computers
(wobei sogar schon ein programmierbarer Taschenrechner reicht) sehr
leicht wiederholt durchfithren, und man kann auf diese Weise brauch-
bare Vorhersagen Uber den Verlauf der Epidemie gewinnen.

Nicht viel Mehraufwand am Rechner bedeutet es, wenn man an Stelle
eines Habitats mehrere Habitate betrachtet, zwischen denen es Mi-
graticnen (d.h. Ein- und Auswanderungen) geben kann. Solche Modelle
verwendet man insbesondere zur Beschreibung der Tollwut innerhalb

von Fuchspopulationen.

Beispiel 5 (Tollwutmodell mit mehreren Habitaten; siehe [4]): Ohne
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Migration verlaufe die Epidemie in jedem Habitat gemaB den Modell-
gleichungen (G),(K) von Beispiel 3A ab, was insbesondere bedeutet,
daB wir Geburten- und Todesraten vernachlissigen.

Wir bezeichnen alle Parameter, die sich auf das i-te von n Habita-
ten beziehen mit dem Index i, i=1,2,...,n. Bei der Tollwut verlas-
sen nur kranke Tiere ihr Habitat, und zwar betrage die Migrations-
rate von Habitat i nach Habitat j mij' i,9=1,2,...,n. Die mij
hdngen von der Topo- graphie ab und konnen auch 0 sein. Unter
diesen Annahmen lauten dann die Modellgleichungen:

(Gg) Gy (t+1) = (1-B,K, (£))G, (t)

n n
(Ki) Ki(t+1) = (1—7i+BiGi(t))Ki(t) -jzlmijxj’(t) + jzlmjin (t)

fir i=1,2,...,n. Die Anfangsbedingungen sind Gi(°)=GiO' Ki(°)=Kio'
In der Schule wird man zundchst mit dem einfachsten Fall zweier
Habitate beginnen (siehe Abb.10), bevor man zu komplizierteren Netz-

werken von Habitaten Gbergeht.

a9

Abb.10
Fir n=2 lauten die Modellgleichungen:

Gy (t+1) = (1-8,K, (£))G, (t)
Ky (841) = (1-7,48,G, (£)) K, (t) - m, K, (t) + m, K, (t)
G, (t+1) = (1-B,K, (t))G,(t)
Ky (E+1) = (1-7,4B,G, (£))K, (L) - my K, (t) + m K, (t)

]

Der GréBenordnung nach sind folgende Werte realistisch:
Zeiteinheit: 1 Tag; Infektionsraten Bl=82=2-10-5, Ausscheideraten
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r - _ = 3 3 = =7 -40
der Kranken 71~72~0,02, Migrationsraten m, =My, 1-10 G1

K, =10, G,,=1500, K,,=0.

0=2000,

Liegen nicht so wie bisher Differentialgleichungssysteme vor,
welche wir erst in Systeme von Differenzengleichungen dberfuhren,
sondern von vornherein Differenzengleichungen, so erspart man sich
den einen Schritt des Ubgergangs vom kontinuierlichen zum diskreten
Fall. Wenn méglich, wird man daher in der Schule zunachst eher auf
Simulationen diskreter Modelle eingehen.

2.2 Zellulare Automaten

Wir beschranken uns auf endliche zweidimensionale zellulare
Automaten. Zu deren Darstellung und Erklarung wird zunidchst die
Zeichenebene durch ein Raster von horizontalen und vertikalen
Linien in x? gleichgroBe Zellen (=Kastchen) eingeteilt. - Nach Wahl
einer geeigneten Numerierung der Zeilen und Spalten des Rasters be-
zeichne (i,j) die 2elle in der i~ten Zeile und j-ten Spalte.

Die Zellen des Rasters kénnen zum Beispiel verschiedene Stellen

in einem menschlichen Organismus reprasentieren, an denen sich
Kérperzellen verschiedenen Typs befinden, welche sich mit der Zeit
teilen, die wegwandern oder durch Zusammentreffen mit anderen
Zellen verandert werden; solche Modellannahmen werden etwa bei
Krebsmodellen gemacht. Es kann sich bei den Zellen des Rasters aber
genausogut um eine mikroskopisch diinne Schicht einer metallischen
Verbindung handeln, welche mit der Zeit eine bestimmte Kornstruktur
ausbildet (siehe Beispiel 6 weiter unten), oder aber es geht uber-
haupt nur um eine abstrakte Darstellung von gewissen "Orten", an
denen im Laufe der Zeit Verinderungen stattfinden.

x(i,j,t) sei der Zustand der Zelle (i,j) zum Zeitpunkt t,
t=0,1,2,..., wobei wir annehmen, daB die Menge der méglichen
7ustande endlich ist. (Im einfachsten Fall besteht sie nur aus zwei
Elementen 0 und 1.)

x(i,j,t) wird durch eine Ubergangsfunktion F in x(i,j,t+1l) dberge-
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fihrt. Zumeist setzt man voraus, daB F eine Funktion des Zustands
der Nachbarn von (i,j) zum Zeitpunkt t und von x(i,j,t) ist. Dabei
wollen wir im folgenden diejenigen Zellen als d2-Nachbarn von (1,3)
bezeichnen, welche in der graphischen Darstellung der Zellen mit
(i,j) mindestens eine Ecke gemeinsam haben, und unter den d2-~
Nachbarn von (i,j) diejenigen als dl-Nachbarn hervorheben, welche
entlang einer Kante an (i,j) grenzen; siehe Abb.11. ("di", i=2,1,
steht far "Distanz =i".) Durch die
l Anzahl der Zellen, die Menge der

;29/ e Zustdnde und die Funktion F (welche
| M\ die “Ubergangsregeln” wiedergibt) ist
1) B ein zelluldrer Automat festgelegt.

— ; Ziel der Simulation mit Hilfe eines
zellularen Automaten ist, ausgehend
von einem Anfangszustand x(i,j,0) fuar
alle i und j die zeitliche Entwicklung
Abb.11 des Systems zu studieren.
Bei einem Krebsmodell etwa ist die Frage: Nehmen die Krebszellen
mit der Zeit Gberhand oder werden sie durch die Fref- und Immun-
zellen zum Verschwinden gebracht? Wohin werden die Krebszellen mit
der Zeit transportiert und bilden sie dort Cluster ?
Der Aufwand einer Simulation mittels eines zellularen Automaten
hangt von der Anzahl der Zellen des Automaten, der Zahl der Zeit-
schritte (der “Zyklenanzahl"), der Komplexitat der Ubergangsregeln
und der Anzahl der mdéglichen Zustidnde ab und kann daher - so wie
dies bei Krebsmodellen der Fall ist - sehr betrachtlich sein. Ein
sehr einfaches Beispiel, das sich far den Schulunterricht eignen

kénnte ist das folgende

Beispiel 6 (Kornstruktur eines Metalls, vgl.(8]): Die Menge der
moéglichen Zustande sei (0,1), und die Uberfihrungsregeln sollen
lauten: Alle l1-Elemente werden zu 0-Elementen und alle 0- Elemente,
welche d2-Nachbarn von 1~Elementen sind, zu l1-Elementen. Als An-
fangszustand werden eine oder mehrere jeweils "ringformig" ange-
crdnete Regionen von d2-benachbarten l1-Elementen (und sonst nur
Nullen) angenommen.

Wie man leicht einsieht (und bei der Simulation graphisch sicht-




- 34 -

bar machen kann) entstehen mit fortschreitender Zeit sich ring-
férmig ausbreitende Muster, welche sich sclange bilden, bis
schlieBlich ein stabil, oszillierendes Muster erreicht ist.

Beispiel 7 (Selbstreproduzierendes Muster, vgl.([8]): Wiederum gebe
es nur die beiden Zustidnde 0 und 1. Die Uberfihrungsregeln seien:
Jedes Element, welches eine gerade Anzahl von l1-Elementen als di1-
Nachbarn hat, wird zum O-Element, und jedes Element mit einer
ungeraden Anzahl von l-Elementen als dl-Nachbarn, wird zum 1-Ele-

ment.

Nimmt man
stand, so
nach vier
Weise ein

Abb.12 b,c,d,e
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den in Abb.12a veranschaulichten Zustand als Anfangszu-
ist leicht zu erkennen, daB sich die Anfangskonfiguration
Zyklen selbst vierfach reproduziert hat und daf auf diese
sich selbst reproduzierendes Muster entsteht; siehe

Abb.12

Beispiel 8 (Conways Spiel des Lebens; siehe (8]): Das mitunter sehr
unerwartete Wachstum einer Population kann mit Hilfe der folgenden
Uberfuhrungsregeln simuliert werden. Die Zustandsmenge sei dabei

wie zuerst (0,1).

a) Hat ein 0-Element genau drei 1-Elemente zu d2-Nachbarn, so wird

es zum l-Element.

b) Hat ein 1-Element entweder zwei oder drei 1-Elemente zu d2-Nach-
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barn, so bleibt es ein 1-Element.
c) Hat ein l~Element weniger als zwei oder mehr als drei 1-Elemente
zu d2-Nachbarn, so wird es zum O-Element.

3. Didaktische Aspekte

Jede Bildung eines mathematischen Modells setzt zweierlei voraus:
erstens ein Verstdndnis flr die Problemsituation in einem zumeist
artfremden Gebiet und zweitens die Kenntnis, welche mathematischen
Methoden zur Verfligung stehen, um im mathematischen Modell zu Aus-
sagen zu kommen. Beide Prdmissen scheinen beim Studium von dyna-
mischen Systemen im Mathematikunterricht nur in einem sehr be-
schrankten AusmaB erfillt oder erfallbar.

Was die Problemsituation betrifft, so kann man z.B. nur selten
davon ausgehen, daB Stoffinhalte, welche in anderen Gegenstanden
(wie Physik, Chemie, Biologie, Geographie) behandelt werden, dort
so aufbereitet werden, daB8 sie einer mathematischer Beschreibung
direkt zugdnglich sind. Man hat daher oft nur die Méglichkeit, sehr
leicht und allgemeinverstiandliche Sachverhalte zu modellieren, was
den speziellen Charakter systemdynamischer Uberlegungen haufig
nicht zum Tragen bringt, oder aber ein konkretes Anwendungsbei-
spiel vom Standpunkt des Anwenders aus zu erklaren, was von vielen
Schulern (und auch Lehrern) als nicht zum Mathematikunterricht
gehérig empfunden wird.

Das zweite Problem ist, daB man vor der Modellierung Uber einen ge-
wissen Fundus an mathematischen Kenntnissen und Fertigkeiten ver-
figen sollte. Fir die Beschéftigung mit dynamischen Systemen be-
deutet dies, daB Kenntnisse tber Differential- und Differenzenglei-
chungen vorhanden sein missen, was im einzelnen durchaus der Fall
sein kannn, was aber in der Zusammenschau, d.h. in der gleichzei-
tigen Anwendung, oft erhebliche Schwierigkeiten bereiten kann. Bei
Beispiel 3 von oben etwa ist man sehr wohl in der Lage, mit den
Ublichen Kenntnissen aus Differential- und Integralrechnung die
Phasenkurve einer Epidemie explizit zu berechnen, daf man aber
hierbei, abgesehen von dem Wissen, daB8 man auf das Studium einer
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Phasenkurve lossteuern kKann, gleichzeitig die Ableitung der Um-
Kehrfunktion, die Kettenregel, eine Integrationsregel, eine Extrem-
wertbestimmung und eine Eigenschaft der Logarithmusfunktion (zur
Schwellenwertbestimmung) beherrschen muB, macht die Aufgabe schwer.
Natirlich bleibt der Ausweg, sich von vornherein nur auf das Hin-
schreiben von Modellgleichungen zu beschranken (was fur sich sicher
wertvoll aber im Mathematikunterricht unbefriedigend ist) oder vor-
weg "“reine Computerldsungen” oder Simulationen am Computer ins
Auge zu fassen.

Unter reinen Computerloésungen ist gemeint, daB man mit Hilfe von
(nicht hinterfragter) Software sich zu gegebenen Eingangsdaten ein
Endergebnis ausdrucken last. DaB dies eine sehr fragwirdige Praxis
ist, liegt auf der Hand. - Es sei bemerkt, daB Beipiel 1 - obgleich
nach dem Hinschreiben der Modellgleichungen abgebrochen - nicht

fir eine derartige Vorgangsweise gedacht ist; hier ist bereits das
Ziel, komplizierte Zusammenhdnge mit Hilfe eines Graphen uUberschau-
bar zu machen (erste Modellebene) und dann an Hand des Graphen die
Zusammenhange quantitativ (konzis) zu beschreiben (zweite Modell-
ebene) ; eine nachfolgende Lésung der Aufgabe oder zumindest aber
eine Computersimulation durch Uberfihrung der Differential- in
Differenzengleichungen wirde das Bild natiirlich vervollkommnen.
Computersimulationen im Mathematikunterricht sind allerdings auch
nicht immer unproblematisch. Einerseits ist die Implementierung
eines Verfahrens, ganz allgemein die Handhabung eines Computers,
eher Gegenstand des Informatikunterrichts als Sache der Mathe-
matik, anderseits betsteht die Gefahr, daB Schiller in vorge-
fihrten oder auch durch eigene Eingaben von Parameterwerten er-
zeugten Sonderfallen oft nur ein punktuelles Geschehen ohne theore-
tisch fundierbaren Begzug zu einem allgemeinen Prinzip sehen. - Das
diese Gefahr aber nicht immer besteht, zeigt etwa Beispiel 6, bei
dem stabile Oszillationen in eindrucksvoller Weise zugleich sicht-
bar und theoretisch verstédndlich gemacht werden kénnnen.

Trotz aller Vorbehalte lassen sich also immer wieder geeignete
Ansatzpunkte fir die Behandlung dynamischer Systeme im Mathematik-
unterricht sowohl im Hinblick auf die Theorie als auch beziiglich
der praktischen Anwendung finden, was insbesondere die in den
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Abschnitten 1 und 2 behandelten Beispiele deutlich gemacht haben

sollten.
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